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L:emma 1.1 -. Let 
prfme to - m · and 
m -be a natural numb~ ~ 1, 2, p an odd: prime r.e~ati~ely 
the number of 'solutions ~x, y.) of the inequality N 
· . . ·~ 
(1) 
,(2) 
If 
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0 < X < Z' (x, m).' = 1 and Q. < y <· ~· · (y ,· p) = 1. 
'is :divisible· by mo.re than one prime, then ·· N · is everi. ;-·. \ . . . 
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Now, N :is the number 'of so 1 ut ).ons (x, y) Q ..... ~ 
' . ~--:--
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,1 · •• • •• 
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-~ ~ ' 
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·. 
We note· .. that 'if 
·. 
... 
' ,', 
. u 
nljl = 2 , 
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then y 1 
that 
ti 
n'll 1.2 
as 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\· 
: y- 1 
n = mp 1/1' 
.· · 
From (1.56), it 
(1.57) 
(mod + l)' ·fo?= 
··tmo.d +z1 ) ~ but 
• . I 
not (mod . ~1) ,· ,for '•li n ~ 2 1jl .. • . 
~ · . . ' 
J' ' · ' · 
.C!llculation of '. B(~) -·· '(mod p Y) I . 
~ ' . 
~ ,.__ ..___...__· , \ 
. .... · 
··. 
' .... 
'. , . 
: i ' 
';'. · 
· , . •, 
' . 
· ·-~· - : ,< 
' . -
·>: ·' - . . . 
. ·: I 
:· . ' ~ 
··- :-:. 
•' 
-:· · 
: -:-·· 
·.-
. ~ . 
!C.!. 
-2 
·g + 1 
.. 
.. ; · . . 
. ' . . ~ 
~ 
2· 
= .&: 
Hcnc·e, we have 
£:.!. 
' 2 I; . = p-1 
.. .. . · 
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£:.!_ 
2 g _. ' + 1 
g - I; 
.. 
>, 
u 
r,; n (g - r,; -.) 
u 
. , , 
·:i' 
' ' r •. .' . •' 
~ ,• .. 
z;2i+~). · 
. p-1 
\ 
_, I 
.,- .. 
•, \ 
( 1 .. 61) 
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1/1 (p - 1) - l prime ideals. · Further, if u is odd and (u, p ~ 1) . = d ~ l, 
,.· 
. . 
· . . 
the.n u pd-1) ., 1 ((p and ' sa. u (g -. t; . ) = g ( d)% * ' ~ - t; ' = g ·- c; Therefore, ci . E.:.!.' 
·d d g 1. Hence, g - t;u ::_J = . <I> . · ~ ·(g) 
. E..:l. . which divides is.. 
d 
prime· to . p 
(1.61) that 
d 1?2 
< 'd 
since g · 
. :,...-. 
1 is .Prime !o' p .. Thc~~fore, . it foJlows from . 
.· · . 
. . . . 
. ,. ·.: 
. . ·· ·:Fo:r... p ·f :3, p . ?as · sever~! ~~im~e~ _~ivis_~rs ·p~,p~ •. _ .'.:: · in - ~~i j . 
' , • '• ' ~- ' ' • ' ' ':. : ,• • • ~ • • ' ' • ' ( • ,, •' ' I .... . 'J. ' ~ ,• 1' I ' ' ,' ' ~' • 
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, ; 
j .. . 
I . . 
.. •,"-:.·:· 
, .. 
.. 
·. l "· . 
· .. 
-. 
I ' . j : · 
.. ·· . 
·'-· 
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and· We shall see·. that· ,the .addi tiona}..: s 'tate'ment Contai'ned '10: ·'(I ,6'2,) ': (that· · : ··'. · . .. .) .,. >. 
.:· ·:,: ·.~h~···s~ :~ori~}~~:r~~ . r~ ·~;i:me.'· ~~· · ·~ p) :. :. ~urno~. be-\i~~·~~i ·~~ ·~~ , becaii~~ . :' . . .,·; .. · ·~ ' . .. ·..... 
-. ··.··.· ·... . . ;·.~· ') / - ..... .. ~ . ~ ... · . ~ ·· ·. -~ .. . . ' : -- .- . .. ·. , .·:·-J ' . ' ... ·· ; ·:·· · ·.· ·~· 
. . : . . ~ : 
·-...... 
. / 
. ~ . 
~. ; 
" ' " ~ ; 
. .. - - 1 
• t '.• 
... we can conchtde .from it that the' norm ... of 1;he' SUm on .-the left· hand side is .. .- . . .... - ·~·' 
-..  :.\ . ; .-.. <.~:it : d~~i~i.~~~/~r:·t·~~ ·: ~~-~~.:: ~~ .· :;~~~-~:,~ .·.~, ~ .. , . ' ~h~e .: .~e~ns ·· ~~'~~·by · ·;Y:c~~c~.~.n~~l, ·:: · : ·_.-,··:_ ~-· 
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·' · ··, 
' .1 .· .. . 
_. , 
. . ··' . ' , • 
... 
. ~ : 
. : ··::· ·>-.: . ~· ' ·· ..... . . 
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p)f3 = . .[z 0- + p)p -. l = z· (1. •
1 
-l(l )" 1 z . + p 
.... } 
y-1 
p)p 
+ p 
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numerator of thh last ~ ~ 
. , .- y ·p.y+,_.1 • . · The · denornl··nator . 1· ~- i,:. \ . As was seen earlier in this proof • . the ex.pressi~n ' is di vis~?le by. "p . but not by .. .::> 
divisible . by the· pn-~~ :.·~rime d_lvi:Sor. ··.;p ·. of. · p (~eP.i;s.ent~d.· by 1 - z) ., .1. :.:·: 
. 2' . ' . . .; - ;\-. . 
· .. • :. . .- . i~ the" . field.~ 9 · y-l~ .bt.l.t" nf.t bf p:·· . . Thu_s ·the nwnir~~cir ~quds ·.· kp:r .. . +· .. 
'fi' ' ' ' wh• ~~ c< ~); i and th~ ?•~o~j nato~ .~ .;;( i "~~~ i;; ·, .Q ~'; ~q U~l L . f ' 
._:': .. :.... ...  · .. •· . " .. , .... .. ;_ .·::·· . .. ": ·: ....... · . . ·. . . . ·· .... · . , . . -:-~ .. · ... ·:. ·,• ... : ... · ...·. ·.· •, .··. · .. : ·, :·· .. ··· .J.' ... '. : ~ 
!?:;: :.. .. ... .- .·. p • J .. ···· wt1:e'r·e · J. : i~an . if!tegral: ' i.dea.J. of.Q · ..,._ 1 , .. wf!ich is· :_prime ~t.9 . ·.~. ·: . :: · ·· .·:·· .·, ·.;.,·: .. : . ."·l<. · ·. 
· :~--~.;:._,_-·.. .. · tand : h~·n·~e t~ - .. ~)-: ; ~e~·~~~r~· ; .- ~~~~e ·t}l·e· .·r~·~t ·ha~a··~ide ·:~~ 'cL·6~; ~nd · ~/- · ~ · ·: :. ·· .. >· .- ~ _. ·,·~:-: .  ·.·  
. :?i.>p: :.: ·_, , .. . : . · ·· ·:::.;.· ~---~· ·~;e :b'J·;h ~ri~e;;~~::: i:~~at~· .· _ .t~~~ :. _.j_ l _~ . _: . ~~~ -·~~·. we -~~~e · -_·: . -· : .. . , . . '.·. ·.· ·: . ,: : · ::: ·.· _. . _ · · ~ .. :..  _._: __ :  .:::.· ~-~t:·:·_:::~ _  :_  ..,: __ ·-_.·: .· .. 
·~· · ··.~ ; ... ~~ . . ' . :: ~·. ~ .· . , · ., ' '• : · ~ .. . ' . . -~"' ·.: .. ' . 
. , , ,. ..... ' . , .·: ·· . . ' • . . ., .:··'' 
··.·r· .. ··· ·' ... . _. ·· y-1 .. '. ~_ . ~ . . ~ .· .. :.·.·· - ··.- .: .... . ··. : ... .. ·. · .. · .. · J . · . . 
, ·,, , . ,' · ·.· .. ... . •·. P a!~- ~ ,~:a fl :. p l~ ; o (!""d ~l b~t n'Dt (,;.;d.? Y.l· · · ·, c~:6s l , , ~ T , d • 
- .. : :: ' ' .: .. _ ... ., . .,...:. ( .· . • . . :: · • . ' . l .· , . 
. . , ,_.;, .. . '. . . . .. . . • • : '. . . . . 7 . ·. . . .. .. ·. ! . . 
. ·. : .. ~ . . ·· .. 
,' .·.· . . 
·:·.·:·-- .. · . 
. ' : • ' 
• ! ·: 
. .. . 
·.·. 
·.·.··' 
. . •1,::' 
.. ·_.· · 
... .. : 
. ·.· '~ . ' 
<-.: ·./ ·:. _:.~ . : v: 
. ... : ... . •. 
. \ . . ' . ' • . . . . ·. . . '· . 
.. '; ··For·· .y·. , · -1~-- ·: (i , os) hplds .. trivia.lly ·a:s.the .:s~_- Te'dl,lces_ ·to th~ .. ·.s1ngi·e .. 
' .. · ... ':.; .· .. ' , ' ' ' .· · . . :·. ' ,. . . . ' .. · . . 
, ... t~-~~>·.i ._:::·a.~~t"_::~.';_·: y:-::.:· .. ":: . : >> .. :.: ,·_ ·.: :<:~.. :_.". _::· :. ·:. :· ... :.· -: , ·.- ·.:.: .. · ·. ,. . 
.. :·· , . Put~ing ··.(l.· 60)"· (~ ·;6'~) .".a~d: ~(l ~· ~s) ~ int<;> (l:·s.sj,~ _:w.e . &et~. · ·. . · · · ,. ·· · 
' I' ' ' •: ' • ':~ • I, -=~ .', I ' ,.:.-, • ' v '\ • 0 ; .... • I •, I • '0 • .... 
· .. 
. . 
. .. 
.:.. :- .. 
'. : J ' • 
: .... 
.. ... . 
. . .. . ·' . ·:' .. ·, . . . ' ~- . ' . ·. .· . · .~. : ' ' . . :·:."" . . . .. ' . . . ·" . . ' . . ·:; 
. · .. ··.:: <. .. ·. ,< .· - . ·>t· (~~~·:::~~j : i~i: · .. i) _: : # ~(~;)~: : .· .. ·. :·.: . . . .. 
· ··- . .. · B(~) ' "' o· ·. > · · , · • · .. , ._ ·: . . : · ·. '(1 ,~6) . · ·'· 
. ·... · ! .. : < . -:. ; ·· em;~ --~)· fo.r . : :~ ;~·: ~ ·Cp.y) · · ·· ~ •· _.. . . ~ . _:' ·,:, , .,- : ·:> 
. ' ' .. p*_ .; . 1jJ . . • : . ' • • . ' ,·. >;_- . • .. . : · . 
w~~.:. · ,;~ ~ •. ~r~;y, prim~ a;VisOf~( p i~ ~-IQY-l ,( wO "~' .. that · · ·. . · • . 
. ·:.· f~r .' .p .: :; :·>~; : ~e. h·~.v~ ·:· ~ ·(~t· :t.·· :o.· : . (~~~.-pY)'.~_ ... by ··(1 :·~3) . ~~- ·(l: 6~)'~ b~t: ~or--··;: .' · · , ... · ·' ?.''·;.:: 
• • • ' ~ ' • • : • :, ' 1- : • • :- . ~ ... :.#.. ' •, .. .. . . ,. ' ' . •.. ; ·: : '-· ' :.;. · ~ . 
.• . . , . . ' . • . . .:··· . ••· .. · ·, i \ .. 
:': ,, • - ' ',:•. •, ,L:, .·: ,:• ,• :', ~ :, •:J ' ' ..... ....... : • "; ' ' ' . , ' , • .. •• 
. ·, •, 1,: > · . " . ' .... . · . ·- ·. .. ... . . \ . . ' . · , :-· . ··.· · . . · ' 
:' •" ' ·::.:;:- ... )." "' .· .. : . . · , · ,: :·, : . .' . ... .. . .. . :· ... . : .. ::.> ;:, .. -· ,. '"'·: . ·'·: .. '.' ·.·: ' ·. -,_,_,._· ... . ; :·· :- ... :·'·:·,· 
·:··;;:~ :. : •• :,· .. ·· .'' ; .'-~ ' • • r , ) ; '• '. ,:" ,'· ' • : :, •_<·~:\ •, :OJ . • ·: : .. , ;,· . • '·~.. 4:1 • ,,', .I ·:.: • 
. ·.· ... · - . .. . . . . ·.· ·. . ..~. . .· ··:.··.:·:, .... . ·... . ..-.:.:·.: ..... . , ·.... . ... " ... ; .. ·>:::·r .- .. 
'1~;51 ···· ••.• : .{·· .•.••• ' .•• -·· ' .. : • '' •.. • .• • . . •.. ·.: ... · .• · ...•• ; .•. ·· . : ·••··.· · .;· ' ,;·;: ··~: .•.. ' :·.; : •.•. ··•· < ; :. ' .• •. • •• :- • • ·.·~; • . . ··· •. ~- ~ ··.:: :•.~: .•· .•... • : . ::~· • •• · I . 
···.· ·i ·• ·: :.~ · ·:};1;;~_;,: .sr:; ~.;.· ';J:xlirs~:··;S'f~:::I:.;;?!.;~;;;)·~·, ,:;  ... ~ •. · .. .#';::•·•·:·.· . ~•.  ... , .. .•• 
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::··::-. 
. :.;. 
'·' 
., . 
p -;. 3. and n~ = -~~Cp1Y), · B(ljl) .may .or~ .. - ~ay not be congruent to 0 (mod py). 
From (1.66), · it follows by division by py . that 
·,, ' 
,{;·. 
.. '.: .· 
. . · .... : ... :, . : . .. 
l B(ljl) := 0 
pY 
for 
.{mod· + ;*), ·.bu·t . for 
!or· n = ¢ c"I>~) . 
. '41 . 
. .... ,. 
(1.67) 
p=3 not (mod +1), 
; I ' • .' • I,:.' : •, • ' ' • . • t ' '~ • ; ' • • • ' • ' •' ' ' ' ~. ' ' \' • , ' 
. <<:• ., · · . - . : .  :.. . -~ . -~,e. _.!es~~ ts . . (l~sn: ··:.~d· (l.,~T:_· . !i~~~by; .' ~-~. _so) ~ ~ . ~t,a~~men~ _c~n~e-rning_ 
~ <S;:/ .. :.. ·: .' : ;; tl~.~: _co~gr~:~c:n~e-, v~~ue.~ _.,.of ·_ . ~lj! :_. ·(mpd '+l) .: a~.a~ ' .'_the;refor~·- -~ S~fl~:e,~eri~: on 
:·.<t/· ,-. . : .: ~~~·.· ~cnom~~~~or·: of. __ :_Hj~ :.Sin~-~·}.? ~-~~c~ . case: at ~?_~t :~.one. p·~i·~~  :~~~-i~pr ·_. Z': ·. ··: .. 
. ' <·./-:' ·: ·: .. .,:._ qf . 2. ·. arid one. ·P.rim~.- di vis~~:- ' .. ~-~ '· ·of: · P. :· is .. c~ntained .. ii; this' de'n~~ir11~fo,~, : 
· ~ 
~ r ... < ;~e ~bf3ln . i~~ f~)l~~)nz; f~ct~ ab~t ~~: • . ~~nOm'i~a;~i of' ~t(~~): . ·····• . . '.· .. 
··· : : :!::; . ~ .. ·, · ~,f J·. }5": ·a pr1miti·v~ ·ch.arai::te.r with ._Q_.dd. :~rillle_ ... Power condl!'ct~r ·. ·. .. . 
. '. v. · .. ·::~: ~ ·.::, (:P: :>. ,: '\ •' N~<H~)"\is . a ;:~t~o.~·:,z:~~c:::: denomin~tOr .·  . 
·, . . ' · · • , ; of :~:o:t:r:::'":t·~::u:: :c;:~:.::~o~:n:•:r ~hL' ;~ i~h::./ . ist .. 
. · ·..•. higlie~t poJer Of 2 '~Ontili~ed in, \r- -1. ··· · 0 ... . 
, ... ~The .. pri~e fa2toi. p, ckc~~s iri\ the denominatOI: :at,'most :i_~·: the case . · 
,. ' •• ' • • • \ • ' . ' • ; ~ ·, ~ I ' J • • ' • • 
· ... -. ·n,- ·=_::~(p_Y);. ·f~r · p-.-== ~3 -, .. _._ .. it · ~e-~lly ohct:irs .~ . . ·_.> : .. .-.. ·. .. · :. :· . : i: ·: 
. ·::·. 1jl . . . •. ·. . ' . . . · . . ·. • • ' ., . . . . . . . . . . . : . ·. 
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. ' ~ ' ···' . . . . . . .' : . ~ ' ·' , ,f' ,, , ' , I ' 'I ' • ,I ' , ' , 0 , ,• , , - , 0 
· ,·case ··Ii ·.:. ·We l~t. ·.tji· ... :be, a: pr.imi ~;i v~ .. :· ~h~r~~ter -·with, · .co~d~¢·t~r . ~·,f· ~ £.(~)' · .:~ :2_<:: , ._:_:· :::.: : ._::, . :  . ·.,: . 
.. ~ 
. , .· ·. '. y .. > ·2< . (N6t~·'·~ha~\h·~ ·.: 2ase:.,;:~ :~· ·2 ·. -d~e~ ~~£ .o.~cur·-~s, .. oth~ .- o~ly .char~c'ter · ': .. 
•''··. • .·, -~· : : : •• - . .. ~ ~ ·:_ · _ .... _: : · ~ - . _· ·: · : , .' • .... -_ •• :: · . . . • . • _ •• • , • :. • ••• ", ,:. ' • • h ' . · '~ . . ' • • : . 
· . . ·., :· 11!9.~ ' ,2,· :.~·s .the, .. tiiii,.t.' ch~ra~~er. ' '~irich -has conduc~'or ._ .. ~) :·· ~Y; 'ind~~on __ on_: · -i, . 
' •, ' • ' ~ •: I., ' • ~.'. : .> '•' - ' , ,.·. ·. '•" , : • • • • • ~ •'" • 
' ." 8- -. 
·, . 
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. ~ ' . 
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·. ~ 
·,_· _ 
·' 
·easily seen to imply, ~hai 
quadrup~e 
X, 'x, 
. , 
~ . .• ' l 
·have -cotrespondiilg charact~r .va~ es 
• . 
. ~ ' . . 
·' . , · '. 
. '· 
···' ' 
. . ·. 
... ~ -: · .. 
'.;,·, -.· ... 
: \, . ·~ .. 
,., ,· ·, . '• ." 
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. ·:.· . . 
:··' . 
-.. ·.:·· . ... 
'·< ' "·· . '· '·.· 
. '·· + :- ... _: _  ,... 1 · - -2 
-. ,. ·· · L ·' · ~:( IJI.(x) ·= ·. · 
:: ±xmoqjY· : ... · _ . . · ... ·· 
:-· . . :·_. \ . 
. ~ : ... ·:· 
. _·a!td. ~~ '<L6s~ 
.. ~I .. .. ::- ~ ....... 
··. /' .. 
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• . r . ~ , ·I . _;;. • . . .. , ~ : • ,. ' . ; •, . 
:.r,l ·~-:~d, .. :~·;·g~~f, .t:,h~~~~~t(h;-; 
' ~ ' ~ . ,, ··.· 
. . . ~ . ' . ~ .• < ·. 
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· .. : i' 
' I 
: ..... ' 
I · 
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-Thus the' f~l lpwing 
_.-
.. ~ : 
· .· .. :. 
' . l •: 
I •1,·• 
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. · .. · · .... · 
.,.._ t : . 
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it is easily' 
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. . I . 
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